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Richard Guy et la théorie des nombres

M. J. Jacobson Jr., R. Scheidler and H. C. Williams

Même comme jeune enfant, Richard Guy était fasciné par les nombres. À l’âge de 17 ans, il acheta une copie du volume encyclopédique de Dickson History of the Theory of Numbers
[Dickson 66] et il n’a pas pu résister à l’appel. Le coût `a l’époque était de 6 guinées, un gros montant d’argent—plus que ce qu’il a déboursé pour son diplôme de maîtrise à Cambridge.
L’Histoire de Dickson a continué à avoir une grande in�luence sur Richard durant toute sa vie académique. Il publia son premier article important en théorie des nombres en 1958 [Guy
58]. C’est peut-être discutable, mais aucune œuvre de Richard ne fait preuve de son amour des nombres plus que son merveilleux Book of Numbers, écrit conjointement avec John H.
Conway [Conway and Guy 96]. Le volume substantiel sur Richard faisant état de ses publications en Théorie des nombres fait mention d’environ 50 coauteurs, dont Elwin Berlekamp,
John Conway, Paul Erdös, Derrick Lehmer, Yuri Matiyasevich, Alexander Oppenheim, John Selfridge et Daniel Shanks. Son intérêt prédominant en théorie des nombres était les suites
d’entiers de toute forme et de tout contenu, incluant leur apparition en combinatoire, en géométrie et dans des problèmes Diophantiens. Les contributions de Richard dans le domaine
sont trop nombreuses pour nous permettre de faire ici un compte-rendu complet; c’est pourquoi nous exhiberons seulement des exemples de ses travaux, avec une attention spéciale
pour les recherches qu’il a e�fectuées depuis l’âge de 90 ans.

Le premier article théorique de Richard, paru en 1958
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Une passion toute particulière de Richard pendant toute sa vie, fut les suites aliquotes. Elles consistent à itérer n, s(n), s(s(n)), . . . , s (n) via la somme des diviseurs propres (aliquotes) de
la fonction s(n) = σ(n) − n, lorsque n est un entier positif. Catalan [Catalan 88], corrigé par la suite par Dickson [Dickson 13], a conjecturé que toutes les suites aliquotes ou bien s’arrêtent
ou bien deviennent périodiques, et ainsi sont bornées. Le plus petit entier pour lequel cette conjecture n’est pas prouvée ou contredite est n = 276; en date de la rédaction de cet article,
sa suite aliquote contient 2139 termes et le 2140e terme est un nombre composé et connu pour posséder un diviseur de 213 chi�fres décimaux. Dans une série de rapports publiés dans
les années 1970, Richard et John Selfridge ont trouvé que sous certaines conditions les suites aliquotes peuvent être très longues. Ceci les incita à proposer en 1975 une contre-conjecture

(k)

https://twitter.com/intent/tweet?text=C%E2%80%99est+peut-%C3%AAtre+discutable%2C+mais+aucune+%C5%93uvre+de+Richard+ne+fait+preuve+de+son+amour+des+nombres+plus+que+son+merveilleux+Book+of+Numbers%2C+%C3%A9crit+conjointement+avec+John+H.+Conway&url=https%3A%2F%2Fnotes.math.ca%2Ffr%2F%2Ffr%2Farticle%2Frichard-guy-and-number-theory%2F


[Guy and Selfridge 75] à l’e�fet que plusieurs de ces suites, peut-être presque toutes, divergent pour tout entier pair n. La question de savoir quelle conjecture est correcte est encore sans
réponse.

Richard avec ses collègues et ses étudiant.e.s à Math Lounge de l'Université de Calgary, 2011

Richard était vivement intéressé à évangéliser sa conjecture et a continué à y travailler jusqu’à la �n. Un résultat de Bosma et Kane [Bosma and Kane 12] montre que la moyenne
géométrique (sur tous les n) de l’ampli�cation s(2n)/2n prend une valeur plus petite que 1, ce qui nous incite à croire que les termes d’une suite aliquote ont tendance à décroître en
moyenne. Richard a cru que cette découverte ne capture pas la vraie essence des suites aliquotes parce que cela ne prend pas en compte la fréquence éventuelle d’un entier comme
valeur s(2n), de sorte que cela ne contribue pas au décompte dans le cas des guides et des conducteurs, deux objets décrits dans l’article de Guy et Selfridge [Guy and Selfridge 75]. Ce sont
des diviseurs de s (n) qui persistent à réapparaître d’un terme à l’autre avec une forte probabilité et qui la plupart du temps font augmenter la longueur de la suite. En fait, Pomerance
[Pomerance 18] a montré que la moyenne géométrique des s(n)/n est plus petite que 1 pour n ≡ 2 (mod 4), et dépasse 1 pour n ≡ 0 (mod 4).

Car d’autres résultats analytiques semblaient hors de porté pour le moment, Richard �t le choix de chercher des évidences numériques supportant son point de vue. Mike Jacobson
nous raconte comment Richard commença subtilement à le recruter pour le joindre à sa cause, en écrivant d’abord un message électronique dont le sujet avait une saveur cryptique:  “
Would you like to factor a number? ” La factorisation du dit nombre était obtenue, et lorsque Mike s’enquit de quoi Richard en retournait, ce dernier o�frit avec un grand plaisir une
explication débutant de la façon suivante (traduction libre):

Jacobson décrit comment à n’importe quel moment de la journée, l’ordinateur du bureau de Richard montrait au moins une fenêtre ouverte qui calculait activement les termes d’une
suite aliquote et qui e�fectuait les factorisations requises. À l’époque de cette requête auprès de Jacobson, Richard utilisait Pari/GP pour itérer manuellement les termes de la suite
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Je suis en train de calculer une suite aliquote. C’est plutôt une cause perdue d’avance, mais je suis devenu intoxiqué, et cela remonte bien
avant l’époque où un jeune étudiant brillant sous-gradué portant le nom de Je�f Lagarias me fut présenté par Danny Kleitman il y
plusieurs années à MIT. Selfridge et moi-même avions investi des milliers d’heures sur deux Olivettis, pendant que Mike Williams
utilisait une machine plus sophistiquée ici au sous-sol de cet édi�ce [the Mathematical Sciences building à l’Université de Calgary], à
l’époque où il n’y avait que 4 étages.



aliquote pour n = 99225 parce que, toujours selon ses mots, “ le plus petit nombre impair qui donne des signes de convergence vers l’in�ni, c’est 99225 ”. Il a étendu cette suite bien au-
delà de 700 termes et avait fréquemment besoin de factoriser des entiers de plus de 100 chi�fres décimaux. Jacobson a éventuellement automatisé le processus de factorisation pour
Richard et l’aida à étendre la suite à plus de 3400 termes, ce qui donna naissance à un projet plus ambitieux. En 1976, Richard avait écrit un survol faisant état des connaissances de
l’époque sur les méthodes de factorisation [Guy 76], un survol qui devint très populaire avec la venue du cryptosystème RSA en 1978. Suite à des calculs préalables entrepris par l’ancien
étudiant à la maîtrise Stan Devitt de Richard en 1976 [Devitt 76], qui assurément furent inspirés par le survol de Richard, il s’avère que Richard, Jacobson et les étudiants de Calgary,
Kevin Chum et Anton Mosunov, performèrent des calculs poussés sur la moyenne géométrique de s(n)/n en modélisant une suite aliquote comme une chaîne de Markov [Chum et al.
18]. Pour le plus grand plaisir de Richard, grâce à une �loppée d’autres résultats numériques sur les suites aliquotes, ces résultats fournissent une évidence empirique que la moyenne
géométrique des s(n)/n dépasse 1, comme Richard l’espérait et le prédisait. Jacobson et ses étudiants poursuivent leurs travaux sur la conjecture de Guy-Selfridge.

Richard aimait trouver des arrangements de nombres assujettis à certaines contraintes sur leurs relations avec leurs voisins. Il était intrigué par la simplicité de telles questions et par
l’immense di��culté, ce qui était fréquemment le cas, de prouver l’existence de tels arrangements ou même de les dénombrer. Richard était convaincu que pour tout n su��samment
grand, il existe des permutations des entiers 1, 2, . . . , n telles que la somme de deux termes consécutifs est un carré, un cube, un nombre triangulaire ou pentagonal ou un polynôme “
raisonnable ” en n. Le cas d’être un carré n’a été résolu que récemment par R. Gerbitz [Gerbitz 2018] qui a établi une réponse a��rmative pour tout n ≥ 25 (n ≥ 32 pour des arrangements
circulaires). Tous les autres cas sont encore des problèmes ouverts. Dans un merveilleux article dont le titre est “Fibonacci plays Billiards” [Berlekamp and Guy 03], Elwin Berlekamp et
Richard ont donné une caractérisation complète des valeurs de n qui admettent des permutations des n premiers entiers positifs telles que la somme de deux voisins quelconques est
un nombre de Fibonacci ou un nombre de Lucas. Le titre de l’article est né de la méthodologie qui a été utilisée et qui facilite la recherche d’arrangements de nombres en plaçant les
nombres 1, 2, . . . , n sur le périmètre d’une table de billiard et en considérant le parcours des balles de billiard lorsqu’elles rebondissent sur les rebords coussinés avec un angle de 45
degrés.

Pendant l’été de 2017, le centenaire Richard, avec l’aide de sa collègue de Calgary, Renate Scheidler, recruta Ethan White, un étudiant sous-gradué à l’époque, pour considérer des
problèmes analogues où les sommes sont remplacées par des di�férences en valeurs absolues. À un moment donné, ils ont résolu la question des arrangements circulaires où les
di�férences en valeurs absolues de deux termes adjacents prennent l’une des deux valeurs de l’ensemble {a, b}. Aidés par les calculs de White, ils ont utilisé le “mur des nombres” de
Richard [Conway and Guy 96, pp. 85-89] pour essayer de découvrir des récurrences linéaires pour les décomptes N (n) de tels arrangements de longueur n. Ils ont trouvé des relations
explicites pour les paires (a, b) = (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4) et ont éventuellement employé la méthode “ graph theoretic transfer matrix ” pour prouver que N (n) satisfait une relation de
récurrence linéaire lorsque de tels arrangements existent pour une paire donnée (a, b) [White et al. 20].

Richard s’intéressait aussi aux problèmes Diophantiens, particulièrement à la question de savoir si des entiers peuvent être représentés par certains types d’équations. Une équation
Diophantienne est une équation pour laquelle les solutions sont restreintes aux entiers ou aux nombres rationnels. Par exemple, (x, y) = (8, 3) est une solution de l’équation
Diophantienne x  − 7y  = 1. Richard démarra dans ce domaine une collaboration de longue durée avec Andrew Bremner à la �n des années 1980 qui dura plus de 15 ans. En 1993,
Bremner, Richard et Richard Nowakowski ont résolu la question, posée pour la première fois par Melvyn J. Knight, de déterminer les entiers n qui peuvent être représentés sous la forme

n = (x + y + z)(1/x + 1/y + 1/z),

avec des entiers x, y, z [Bremner et al. 93]. Par exemple, pour n = 62, on a la solution x = 5075, y = 128050, z = 160602. Ils ont trouvé que cette question se ramène au problème de trouver
les points entiers d’une certaine courbe elliptique dont la 2-torsion est rationnelle et ils ont calculé le rang de Mordell-Weil de cette courbe pour tout n avec |n| ≤ 1000.

Les suites d’entiers dans le contexte de la géométrie attirait aussi Richard. Un exemple d’une question avec cette saveur est le problème de paver un rectangle 4 × (n − 1) avec des
dominos ou des tuiles 1 × 2. Richard savait que la suite (A )  représentant le nombre de ces pavages distincts satisfait une récurrence linéaire d’ordre 4:

A = A  + 5A  + A  − A

avec A  = 0, A  = 1, A  = 1, A  = 5, A  = 11, A  = 36, etc. Il nota que la suite (A )  semblait être une suite de divisibilités: A  divise A  chaque fois que n divise m. Cette observation engendra
une collaboration avec Hugh Williams et son ancien étudiant au doctorat Eric Roettger qui produisit une série d’articles [Roettger et al. 13, Roettger et al. 15, Williams and Guy 15],
culminant avec une solution du problème ouvert de Lucas consistant à généraliser les suites de Lucas au niveau des récurrences linéaires d’ordre supérieur.

Sur plusieurs dizaines d’années, quasi-simultanément à la conception et la rédaction du célèbre Triangle book de John Conway [Conway and Sigur 15], Richard compila et prouva une
quantité de résultats dans une monographie intitulé simplement The Triangle [Guy 20]. En plus d’une riche quantité de propriétés des triangles d’un point de vue de la géométrie et de
la théorie des nombres, ce travail de 240 pages contient une collection de �gures exquises toutes méticuleusement conçues de main de maître grâce au talent de sorcier de Richard et à
sa maîtrise de LaTeX. Richard était en particulier captivé par la construction expliquée et joliment illustrée aux page 43 et suivante [Guy 20]. À partir d’un triangle ABC, prenez n’importe
quel point P sur son cercle circonscrit et considérez sa ré�lexion sur le côté BC pour obtenir un point A‘ qui permet de dé�nir un nouveau triangle A’BC. Intersectez la perpendiculaire sur
le côté BC avec le cercle circonscrit de ce nouveau triangle pour obtenir un point P’. De façon semblable, prenez la ré�lexion de P sur les côtés AB et BC pour obtenir les triangles AB’C and
ABC’ et les points Q’, R’. Les trois points P ‘, Q’, R’ sont sur une droite de Steiner parallèle à la droite de Wallace de P à une distance de P deux fois plus grande. Répétez tout le processus avec
les points P’, Q’, R’ pour générer 9 points supplémentaires, etc. Richard compare la construction permettant de calculer les multiples scalaires d’un point �xe donné d’une courbe
elliptique et il était curieux d’en connaître plus sur le comportement de cette tri-suite (tri-séquence), en particulier sur la possibilité de périodicité. Richard accorde à Andrew Bremner le
crédit de la découverte de quatre 3-cycles et par la suite à Alex Fink, dont il était le mentor pendant ses années comme étudiant sous-gradué à Calgary, pour avoir observé que chaque
point P de départ mène à trois 6-cycles.

Richard avait un don phénoménal gour reconnaître les motifs et une habileté étrange pour séparer le bon grain d’une belle structure de théorie des nombres de l’ivraie des similarités
accidentelles. Dans le cours de ses investigations sur di�férentes suites, Richard a découvert ce qu’il a appelé avec beaucoup d’esprit “ La loi forte des petits nombres ” (“The Strong Law of
Small Numbers”). Dans un article très engagé et ayant un grand impact, portant le même titre [Guy 88], il commenta 35 exemples de motifs (patterns) qui semblent apparaître quand on
considère de petites valeurs de n. Certains fonctionnent, mais plusieurs ne tiennent pas la route. Il conclua qu’il n’y a pas su��samment de petits nombres pour répondre à de
nombreuses demandes qui en étaient faites. Il donna une suite à cet article deux ans plus tard avec sa seconde loi [Guy 90], laquelle a��rme “ Quand deux nombres semblent égaux, ce n’est
pas nécessairement le cas. ” (“ When two numbers look equal it ain’t necessarily so ”. On devrait obliger tout étudiant gradué en mathématiques à lire ces deux articles.

L’une des contributions de Richard en mathématiques appelées à dé�er le temps est sa monographie Unsolved Problems in Number Theory [Guy 04]. C’est une merveilleuse compilation
de problèmes en Théorie des nombres avec des commentaires qui en est à sa troisième édition et qui nous contamine (positivement au sens �guré). Ce volume remarquable a stimulé
des théoriciens des nombres en puissance, parmi lesques plusieurs sont devenus des étoiles et continue d’être une source d’inspiration pour les érudits du domaine.
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Michael J. Jacobson, Jr. est professeur au département d’informatique à l’Université de Calgary, e�fectuant de la recherche en cryptographie et en théorie calculatoire des nombres avec une emphase
particulière sur les algorithmes dans les corps globaux.

Hugh C. Williams est professeur émérite au département de mathématiqes et de statistique et il a détenu la chaire iCORE en théorie algorithmique des nombres et en cryptographie à l’Université de
Calgary. Il est aussi professeur émérite au départment d’informatique à l’Université du Manitoba. Ses intérêts en recherche incluent la théorie calculatoire des nombres, la cryptographie, l’histoire des
mathématiques et les calculs sur l’ordinateur.
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