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(« Ne demandez pas ce que votre pays peut faire pour vous,
Demandez ce que vous pouvez faire pour votre pays. »)

John F. Kennedy, 1961

Comme lillustrent les parties | et I, ChatGPT peut s’avérer extrémement utile pour la recherche et la rédaction mathématiques. Vous devez toutefois toujours faire preuve de prudence

face aux conseils qu'il vous donne. N'oubliez pas : cest a vous qu’il incombe de vous assurer de I'exactitude de votre article.

Cetarticle présente des exemples de situations dans lesquelles ChatGPT induit en erreur. Chaque exemple est présenté sous la forme d’une requéte, d’'une réponse de ChatGPT et d’'une
bréve analyse expliquant I'erreur et comment la détecter.

Vérifiez tout. Que ce soit votre principe directeur : ChatGPT est un assistant, pas un oracle.

1. UN LEMME ERRONE

Commande.

Soit Lun treillis modulaire fini. Si a est irréductible parjonctionetquea<b Vv ¢, faut-ilquea<bouquea<c?

Réponse de ChatGPT.
Oui.
Puisque a est irréductible parjonction, il ne peut pas s’écrire sous la forme d’une jonction non triviale. A partirde a<b Vv ¢, la modularité permet de distribuer I'inégalité sur la jonction.

Sia £ beta £ ¢ alors a se décomposerait en une jonction d’éléments plus petits, ce qui contredirait I'irréductibilité parjonction. Par conséquent, soita<b, soita<c.

Analyse.
Cette affirmation est fausse. Elle est vraie dans les treillis distributifs finis, mais fausse dans les treillis modulaires en général.

Soit L=M3. Soita I'un des trois atomes, et soit b et c les deux autres atomes. Alors

as<bvc=1,

mais

atbetatc

ChatGPT remplace silencieusement la distributivité par la modularité. Largument se lit correctement mais prouve un théoréme différent.

2. UN DIAGRAMME DONT LA GEOMETRIE MENT

Commande.

Dessine un diagramme d’'un ensemble ordonné avec ses éléments



O<a<cec<xl,
O<a<d<l,
O<b=<c<1l,
O<b=<d=<l,

ol aetb nesontpascomparables, et cet d ne sont pas comparables. Utilise une disposition symétrique.

Réponse de ChatGPT.

Voici le code TikZ correspondant au diagramme demandé :

0

Analyse. D’un point de vue formel, toutes les arétes requises sont présentes et aucune relation de recouvrement ne manque. Le code se compile et le diagramme semble clair et symé-
trique.

Le probleme est d’ordre géométrique. Comme c est placé au-dessus et a gauche de b, et d au-dessus et a droite de a, 'image suggére
b<deta<c,
alors quaucune de ces relations n'est voulue. Leeil lit naturellement les chaines
o<a<c<ileto<b<dxn,
ce qui contredit les incomparabilités vouluesa ll cetb Il d.
3.UNE INSTRUCTION LaT' e X QUI GENERE UNE ERREUR

Commande.
La compilation s’arréte avec I'erreur Environment example undefined. Comment puis-je résoudre ce probléme ?
Réponse de ChatGPT.

Ajoutez \usepackagefexample} dans le préambule pour définir I'environnement.



Analyse. I n'existe pas de package standard définissant un environnement example. La solution proposée ne résout pas l'erreur.

La solution consiste a définir explicitement I'environnement ou a le remplacer par un environnement existant de type théoréme. Le message d’erreur lui-méme identifie déja le pro-

bléme.

4. UN THEOREME CORRECT ACCOMPAGNE D'UNE PREUVE INCORRECTE

Commande.

Soit L un treillis fini. Supposons que tout élémentirréductible parjonction de L soit premier parjonction.[1] Démontrez que L est distributif.

Réponse de ChatGPT.

Soit L un treillis fini dans lequel tout élément irréductible parjonction est premier parjonction. Comme L est fini, tout élément peut s'écrire sous la forme d’une jonction d’éléments irré-

ductibles parjonction. Soientx,y,z € L.

Soitx=a1V --- V an, ol chaque ai est irréductible parjonction. Alors

XAyVz)=@ V---Vvan)AyV2z).

Siai<y V z,alors, puisque ai est premier parjonction, on a ai<you ai<z. Ainsi

XAYVZ)=XAY)V(XAZ),

et Lest distributif.

Analyse. Le théoréme est correct. La preuve ne l'est pas.

Lerreur cruciale se trouve dans la premiére équation présentée. Le raisonnement suppose implicitement que
@Vv---van)At=@ At)V---V(@nAt),

ce qui constitue déja une forme de distributivité. La démonstration utilise donc la conclusion pour se justifier elle-méme.

La primalité desjonctions ne s'applique quaux inégalités de la forme a<x V y. Elle ne fournit aucune justification pour distribuer les intersections sur les jonctions. Le raisonnement

confond une propriété d’'ordre des éléments individuels avec une identité algébrique du treillis.
Une preuve correcte proceéde en analysant des représentations de jonctions non redondantes et en les comparant élément par élément, plutdt quen manipulant des identités de treillis.
Cette erreur est dangereuse pour plusieurs raisons :

o |e théoréme lui-méme est vrai,
o |eschémade la preuve semble classique,
e aucune étape n'est manifestement fausse,

o etle cercle vicieux est profondément dissimulé.

5. UNE ERREUR STRUCTURELLE PROFONDE

Commande.

Soit L un treillis fini. Supposons que tout élémentirréductible parjonction de L soit premier parjonction, cest-a-dire que

asxVy=asxouasypourtout x,y € L.
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Montrez que L est distributif.

Réponse de ChatGPT.

Soit L un treillis fini dans lequel tout élément irréductible parjonction est premier parjonction. Puisque L est fini, tout élément peut s’écrire sous la forme d’'une jonction d’éléments irré-

ductibles parjonction. Soientx,y,z € L.

Nous démontrons la distributivité. Considérons x A (y V z). Ecrivons x=a1 V - - - V an sous la forme d’'une jonction d’ éléments irréductibles parjonction. Alors

XAyVZz)=@ V---Van) AV 2.

Par primalité de lajonction, pour chaque ai,onaai<y V z, ce qui implique ai <y ou ai < z. Par conséquent

XAYVZ)=(XAY)V(XAZ),

donc Lest distributif.

Analyse. La conclusion est correcte : un treillis fini dans lequel chaque élément irréductible par jonction est premier parjonction est distributif. Cependant, le raisonnement ci-dessus

n'est pas valable.

Lerreur est subtile. Elle se produit lors du passage de la propriété de primalité parjonction d’éléments individuels irréductibles parjonction a une identité distributive impliquant des

jonctions et des intersections arbitraires.

L'étape clé nonjustifiée est I'affirmation implicite selon laquelle

@Vv---van)Alyvz)=@AyVZ)V---V@nAlV2z),

ce qui suppose déja la distributivité. La démonstration utilise la distributivité pour établir la distributivité.

Plus concrétement, la propriété de primalité des unions ne s'applique quaux inégalités de la forme a <x Vv y. Elle ne dit rien sur la maniére dont les intersections se distribuent sur des

unions arbitraires. Largument traite tacitement A comme si elle se distribuait sur Vv a gauche, ce qui est précisément ce qu'il faut prouver.
Cet exemple est particulierement instructif pour plusieurs raisons :

o |e théoréme lui-méme est vrai,
o |le schéma de la démonstration semble classique,
e chaque phrase est en soi plausible,

o etlerreur ne se situe quau niveau de la structure algébrique.

6. UN EXEMPLE TYPE DE CLASSIFICATION ERRONEE

Commande.
Donnez un exemple de treillis modulaire fini qui n'est pas distributif. Citez un treillis standard, décrivez son diagramme et expliquez pourquoi il est modulaire mais non distributif.
Réponse de ChatGPT.

Un exemple classique est le réseau N5 (le réseau pentagonal). Il comporte les éléments 0, a, b, ¢, 1 disposés de telle sorte que 0 se trouve sous a et b, a sous ¢, et b et c tous deux sous 1. Ce
réseau est modulaire mais non distributif.

La modularité découle du fait qu'il nexiste aucun sous-treillis isomorphe a M3. La non-distributivité est mise en évidence par I'échec de la loi distributive pour le triplet (a, b, c). Ainsi, N5
est un treillis fini, modulaire et non distributif.

Analyse. La classification est erronée. Parmi les deux réseaux classiques a cing éléments, seul M3 est modulaire et non distributif. Le réseau pentagonal N5 est le plus petit réseau non mo-
dulaire.

Largument ne fait quaggraver cette erreur. || « prouve » la modularité de N5 en invoquant I'absence d’un sous-réseau M3, alors méme que N5 est le contre-exemple classique de la mo-



dularité. Largument selon lequel «il n'y a pas de M3 » semble faire autorité, mais il est factuellement faux.
Cetexemple illustre un autre type d’erreur. La réponse présente les caractéristiques suivantes :

o ¢lle utilise une notation familiére (M3, N5),
o ¢lle cite une caractérisation standard (sous-treillis interdits),

o etelle fournit une preuve informelle fluide.

Pourtant, elle attribue une étiquette erronée a I'un des petits treillis les plus connus dans ce domaine.

7.CONCLUSION

Dans tous les exemples ci-dessus, la réponse de ChatGPT est fluide, assurée et plausible. Dans tous les cas, elle est erronée.

La vérification nest donc pas facultative. Elle constitue un élément essentiel de toute utilisation mathématique sérieuse de ChatGPT.

[1] Un élément p € Lestdit « premier parjonction » si, pour toutx,y € L,

p<xVy impliqueque p<xoup<y.
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